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摘    要： 随着深空探测成为航天领域的研究热点，与其密切相关的三体问题基础研究也日益重要，尤其是在深空探测

任务设计中处于基础地位的共线平动点附近运动的研究，更是具有重要的工程应用价值。在圆型限制性三体问题下，对共

线平动点附近运动近似解析解的研究已经较为全面，但在更接近真实情况、更具一般性的椭圆型限制性三体问题下，相应

的研究却相对较少。针对此背景，参考借鉴圆型限制性三体问题的研究方法，首先根据平动点的特性计算出平动点的位

置，然后将非线性三体动力学模型在共线平动点处线性化，最后结合线性系统理论，获得了椭圆型限制性三体问题下共线

平动点附近运动的近似解析解，并将其与经典的圆型限制性三体问题下的近似解析解进行对比分析，仿真结果证明了方法

的有效性，同时也表明所推导的椭圆型限制性三体问题解析解相比圆型限制性三体问题解析解具有更高的精度。
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引　言

近年来，随着航天技术的快速发展，深空探测越

来越受到世界各航天大国与组织的重视。按照我国航

天事业发展的指南，未来航天的3个重点方向之一就是

深空探测[1]。因此，与深空探测密切相关的各项基础和

应用研究便成为了我国航天事业中的一个热点研究方向。

不同于经典二体问题下的近地空间航天活动，深

空探测所涉及的运动模型更多的是三体问题。由于动

力学本质上的区别，使得三体问题相对于二体问题更

加复杂。首先，从数学的角度上，三体问题是一个强

非线性时变系统，所以必然存在强非线性系统所具有

的共性问题，即状态终值对初值具有极高的敏感性与

不确定性，导致三体下的航天器运动具有很强的“混

沌”性；其次，在三体问题中，航天器的运动，尤其是

在共线平动点附近的运动，极易受到外界环境摄动因

素的影响，导致其后的运动呈指数发散趋势，使得运

动具有强不稳定性；最后，在三体问题中共有18个自

由度，而目前只找到13个运动积分，这使得三体问题

下的航天器运动不存在类似二体问题那样的精确解析

解[2]。所以，退而求其次，为获得三体问题下运动的近

似解析解，通常需要对三体问题进行适当的简化，其

中最基本、最常用的模型依次是圆型限制性三体问题

（Circular Restricted Three-body Problem，CRTBP）模

型和椭圆型限制性三体问题（Elliptic Restricted Three-
body Problem，ERTBP）模型。

在CRTBP和ERTBP的研究中，平动点及其附近的

周期/拟周期轨道由于其独特的位置优势使其在深空探

测任务设计中占据着重要的地位。距离地球最近的三

体系统是日–地/月三体系统和地–月三体系统，这两个

三体系统的平动点轨道一直是许多已经提出或完成了

的深空探测计划的工作轨道，如美国国家航空航天局

（National Aeronautics and Space Administration，
NASA）的ISEE、NGST计划，欧洲航天局（European
Space Agency，ESA）的GAIA、DARWIN计划，以及

我国的“夸父”计划、“鹊桥”通信中继卫星计划等。通

常情况下，对平动点及其附近运动的研究多依靠数值

方法实现，如数值积分、微分修正、数值优化等，然

而，数值方法本身具有其固有的劣势，即其本质上是

一个试错过程，不能完全体现运动的本质和规律，并
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且很大程度上依赖于设计者的经验。与数值方法相

反，解析方法却能够帮助更加深入地研究平动点附近

的运动，探究运动的特性和规律，为后续的深空探测

任务轨道设计提供一定的先验信息，因此三体问题下

平动点附近运动的解析研究变得日益重要。

CRTBP是最简单的三体运动模型，其没有考虑主

天体公转轨道的偏心率以及各种环境摄动力，主要用

来研究三体轨道最基本的动力学特征。目前关于

CRTBP平动点及其附近运动的解析研究已经较为全

面，Gómez[3]研究了CRTBP中平动点位置、平动点附近

轨道的一阶近似解析解，如Lissajous轨道、Lyapunov
轨道、halo轨道；Richardson[4]利用Lindstedt-Poincaré方
法构造了CRTBP下共线平动点halo轨道的三阶近似解

析解；Masdemont[5]研究了CRTBP下共线平动点附近运

动的双曲形态和中心形态，将不变流形扩展成双曲振

幅和中心振幅的幂级数形式；Jorba等[6]同样采用Lindstedt-
Poincaré方法并结合Normal Form Scheme方法半解析地

构造了CRTBP下共线平动点动力学方程的解；Rithwik等[7]

使用基于优化技术的梯度和非梯度方法研究了halo轨
道的设计问题；刘刚等[8]以CRTBP中的周期轨道作为

迭代初值，用星历表数据对轨道进行拼接获得了所需

的拟周期轨道；陶雪峰等[9]在CRTBP框架内，针对不

同类型平动点轨道的特点，通过设定轨道特征点，以

轨道闭合程度为目标函数，提出了一种基于优化算法

的平动点轨道生成方法；Lara等[10]使用摄动方法和归一

化方法来代替Lindstedt-Poincaré方法，获得了平动点附

近Hill问题的解析解；郑越等[11]建立了一种改进型庞加

莱截面图，结合状态转移矩阵和打靶法，提出了一种

计算周期轨道的新方法；Lei等[12] 构建了CRTBP下三角

平动点附近运动的高阶解析解，并详细讨论了解的收

敛性；Liang等[13]利用改进的参数变分方法，获得了三

角平动点附近运动的高阶近似解析解；Qian等[14]受振

动动力学中的非线性模态启发，结合多项式展开和微

分修正方法获得了三角平动点附近垂直周期轨道的解

析解和数值解；翟冠峤等 [15]从模态运动的角度出发，

分析了三角平动点附近周期轨道，通过多项式展开法

构建出了周期轨道3个运动方向之间的渐近关系。

虽然在一些问题的分析中，CRTBP能够满足应用

背景的要求，但是在研究平动点运动稳定性以及航天

器在平动点附近运动的控制问题等方面，CRTBP显然

无法满足要求[16]。相比之下，ERTBP由于考虑了主天

体公转轨道的偏心率，因此能够更准确地描述三体系

统内的航天器运动情况，同时也使得对ERTBP的基础

研究更具有研究意义和工程应用价值。然而，相比于

CRTBP，ERTBP下平动点附近的运动研究更为复杂，

主要体现在：①CRTBP对应的是自治系统，而ERTBP
对应的是非自治系统；②CRTBP下的动力学方程为定

常系统，而ERTBP下的动力学方程为时变系统，运动

积分（Jacobi积分）不再存在[17]；③CRTBP中平动点附

近存在周期轨道，而在ERTBP中平动点附近不存在周

期轨道，只存在相应的拟周期轨道[18]。上述因素直接

导致目前有关ERTBP下共线平动点附近运动的研究相

对较少，国际上普遍认为对ERTBP的研究还不够深入[19]。

目前有关ERTBP下平动点附近运动的解析研究主

要有：雷汉伦[20]推导了ERTBP下的无量纲运动方程，

并指出在ERTBP中同样存在5个平动点，也同样分为

3个共线平动点和2个三角平动点；Hou等[21]半解析地研

究了ERTBP下共线平动点附近的Lissajous轨道和halo轨
道的高阶解，并且将该级数解应用于地–月三体系统和日–
地/月三体系统；Lei等[22]利用Lindstedt-Poincaré方法，

以CRTBP下的一阶近似解析解为初值，构造了脉动会

合坐标系下ERTBP共线平动点halo轨道和Lissajous轨道

对应的不变流形的高阶解析解；Hou等[23]研究了ERTBP
下三角平动点附近的拟周期运动；Lei等 [24]同样利用

Lindstedt-Poincaré方法构造了ERTBP下三角平动点附

近运动的高阶解析解，并将其应用于地球至地月三角

平动点周期轨道的低能转移轨道设计中；Gong等[25]在

脉动会合坐标系下设计了ERTBP下的太阳帆航天器的

周期轨道，并对其稳定性进行了研究，最后利用时变

线性二次型调节器实现了周期轨道的稳定控制；

Koh等[26]研究了平面ERTBP下的姿轨耦合情况下的运

动周期解；Gómez等[27]提出了多点打靶方法，用于求

解限制性三体问题下的拟周期轨道。

除此之外，相关文献也对摄动情况下的CRTBP和
ERTBP平动点及其附近的运动解析解进行了研究。

Narayan等[28]利用基于特征指数的摄动技术研究了考虑

主天体辐射压下ERTBP三角平动点附近运动的稳定

性；Farquhar等[29]构建了考虑太阳引力和月球轨道的偏

心率时的地–月三体系统L2平动点附近的拟周期运动的

三阶解析解；Singh等[30]利用Lindstedt-Poincaré方法研

究了主天体扁率和辐射压下的平面限制性三体问题共

线平动点周围Lyapunov轨道的三阶近似解析解；

Hou等[31]解析地研究了JPL星历下真实地月系统共线平

动点和三角平动点的拟周期运动；Ansari[32]研究了考虑

主天体扁率和辐射压下的圆型限制性四体问题平动点

附近的周期轨道；Papadakis[33]通过平面轨道的分岔方

法研究了圆型限制性四体问题中的三维对称周期轨

道；Jagadish等[34]研究了考虑主天体辐射的摄动限制性
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三体问题共线平动点附近周期运动的半解析解和数值

解；Howell等[35]提出了两层微分修正方法，用来求解

真实力学模型下的拟周期轨道。

虽然上述参考文献已经获得了ERTBP下平动点附

近周期轨道及对应流形的高阶近似解析解，但均是以

CRTBP下的一阶近似解析解（而非ERTBP下的一阶近

似解析解）为初值，经过Lindstedt-Poincaré 方法迭代

或者打靶法、微分修正等数值方法迭代获得的。然

而，如果能够获得ERTBP下平动点附近运动的一阶近

似解析解，不仅相比CRTBP下的解析解更具一般性[20]，

也能取代CRTBP下的近似解析解，为ERTBP下共线平

动点附近运动的高阶解析解研究（如文献[22]）提供

一个更加精确的初值，使得迭代次数减少、收敛速度

加快，同时也必将有利于进一步完善ERTBP下平动点

附近运动的解析研究，为ERTBP的研究奠定更加坚实

的基础。基于此，本文参考借鉴CRTBP中的研究方

法，对ERTBP共线平动点附近运动的近似解析解展开

了相关研究。

1    限制性三体问题

限制性三体问题研究的是一个小天体或航天器在

两个大天体（主天体）引力场中的运动规律，其中小

天体或航天器的质量相比于两主天体可忽略不计，不

会对两主天体之间的相互运动产生影响。当主天体围

绕公共质心作圆轨道运动时，称为CRTBP；当主天体

围绕公共质心作椭圆轨道运动时，称为ERTBP，下面

分别进行介绍。

1.1    圆型限制性三体问题（CRTBP）

[M] [L] [T ]

CRTBP是最简单的三体运动模型，其没有考虑主

天体公转轨道的偏心率以及各种环境摄动力，主要用

来研究三体轨道最基本的动力学特征。为描述航天器

运动的方便和计算的简化，在CRTBP中通常需要对相

关物理量进行无量纲化处理，并以时间作为独立变

量。相应的质量 、长度 和时间 的归一化单位

取为 
[M] = m1+m2

[L] = L12

[T ] = (
L12

3

G(m1+m2)
)1/2

(1)

m1 m2 L12

G

其中： 、 为两主天体质量； 为两主天体之间的

距离； 为万有引力常数。

为了更直观、更清晰地描述航天器在CRTBP中的

运动，通常选择在会合坐标系（也称为质心旋转坐标

系）下进行研究。如图1所示，会合坐标系的原点位于

两主天体的公共质心，x轴由较大主天体指向较小主天

体，z轴与主天体系统角动量方向平行，y轴满足右手

定则[19]。

 

O X

Y

Z

月球地球

r1 r2

L2

z

x

y

 
O−XYZ L2 − xyz图 1    质心旋转坐标系  和平动点旋转坐标系 

O−XYZ
L2 − xyz

Fig. 1    Barycentric rotating coordinate system  and libration-point
centered rotating coordinate system 

 

x = [x,y,z]T假设 为航天器在会合坐标系中的位置

矢量，则CRTBP下航天器运动的动力学模型为

ẍ−2ẏ =
∂Ω

∂x

ÿ+2ẋ =
∂Ω

∂y

z̈ =
∂Ω

∂z

(2)

δx = [δx, δy, δz]T

根据文献 [36] ,CRTBP下共线平动点附近运动

的近似解析解为

δx(t) =A1eλ1t +A2e−λ1t +A3 cos(Im(λ3))t+
A4 sin(Im(λ3)t)

δy(t) =k1A1eλ1 t− k1A2e−λ1t − k2A3 sin(Im(λ3))t+
k2A4 cos(Im(λ3))t

δz(t) =A5 cos(Im(λ5)t)+A6 sin(Im(λ5))t

(3)

Ai(i = 1, · · · ,6)

k1,k2,λ1,λ3,λ5

式中， 是由初始条件确定的积分常数，

参数 的详细计算公式可以参考文献[36]。

1.2    椭圆型限制性三体问题（ERTBP）

f [M]

[L] [T ]

ERTBP考虑了主天体公转轨道的偏心率，相比

CRTBP可以更精确地描述三体系统内航天器的运动情

况。当两主天体围绕公共质心作椭圆轨道运动时，二

者之间的距离呈现周期性变化，不再为一固定值，此

时仍以时间作为独立变量不再适合，转而以主天体公

转轨道的真近点角 作为独立变量。相应的质量 、

长度 和时间 的归一化单位取为

[M] = m1+m2

[L] = L12 =
a
(
1− e2)

1+ ecos f

[T ] =

√
L3

12

G (m1+m2)
=

√
1+ ecos f

ḟ

(4)

第 1 期 周　敬等：限制性三体问题共线平动点轨道近似解析解 95



R̂ a

e f

ḟ

其中： 为当前时刻主天体之间的瞬时距离； 为主天

体公转轨道的半长轴； 为公转轨道的偏心率； 为公

转轨道的真近点角； 为公转轨道的真近点角变化率。

在ERTBP中，为研究和计算的方便，通常选择在

脉动坐标系下进行研究。脉动坐标系的原点同样位于

两主天体的质心，三轴指向与会合坐标系的三轴指向

相同，但由于此坐标系的旋转角速率是变化的，且单

位长度对应的真实物理长度也是时变的，为体现该坐

标系的这种脉动特性，故称为脉动坐标系 [19]。因此，

在脉动坐标系下的航天器运动的动力学模型为

ẍ−2ẏ =
1

1+ ecos f
Ωx

ÿ+2ẋ =
1

1+ ecos f
Ωy

z̈+ z =
1

1+ ecos f
Ωz

(5)

Ω其中： 为ERTBP下的有效势函数，定义如下

Ω =
1
2

(x2+ y2+ z2)+
1−µ

r1
+
µ

r2
(6)

Ωx,Ωy,Ωz Ω而 为势函数 关于三轴的偏导数，具体

表达式为 

Ωx = x− (1−µ) x+µ
r3

1

−µ x+µ−1
r3

2

Ωy = y− (1−µ) y
r3

1

−µ y
r3

2

Ωz = z− (1−µ) z
r3

1

−µ z
r3

2

(7)

将上述偏导数代入动力学方程（5）可得

ẍ−2ẏ =
1

1+ ecos f

[
x− (1−µ) x+µ

r3
1

−µ x+µ−1
r3

2

]
ÿ+2ẋ =

1
1+ ecos f

[
y− (1−µ) y

r3
1

−µ y
r3

2

]
z̈+ z =

1
1+ ecos f

[
z− (1−µ) z

r3
1

−µ z
r3

2

] (8)

为获得ERTBP下平动点附近的航天器运动近似解

析解，首先需要计算ERTBP下平动点的位置。由于平

动点为三体系统的动平衡点，在平动点处满足速度、

加速度为零，即

ẋ = ẏ = ż = ẍ = ÿ = z̈ = 0 (9)

将此条件代入式（8），可得



1
1+ ecos f

[
x− (1−µ) x+µ

r3
1

−µ x+µ−1
r3

2

]
= 0

1
1+ ecos f

[
y− (1−µ) y

r3
1

−µ y
r3

2

]
= 0

1
1+ ecos f

[
z− (1−µ) z

r3
1

−µ z
r3

2

]
− z = 0

(10)

由于在Z轴上存在如下约束关系
z(ecos f +

1−µ
r3

1

+
µ

r3
2

) = 0

ecos f +
1−µ

r3
1

+
µ

r3
2

, 0
(11)

因此必有

z = 0 (12)

故ERTBP中的平动点位置和CRTBP一样，均在

XY平面内，更具体的有
x− (1−µ) x+µ

r3
1

−µ x+µ−1
r3

2

= 0

y− (1−µ) y
r3

1

−µ y
r3

2

= 0
(13)

f

这与CRTBP下平动点的计算公式完全相同。据此

可知，在每一瞬时，ERTBP中的真近点角 为一定值

时，在脉动坐标系下的ERTBP平动点位置与会合坐标

系下的CRTBP平动点位置完全相同，这也与文献[16]

中的论述相符合，具体的平动点位置计算公式可以参

考文献[36]，本文不再赘述。

xLi

为获得ERTBP下平动点附近运动的近似解析解，

需要在平动点 处将ERTBP下的航天器运动动力学模

型进行线性化

δẋ =
∂ f (x)
∂x

∣∣∣∣∣
x=xLi

δx = DLi
δx+H.O.T (14)

Ωi, j(i, j = x,y,z)

Ω

其中，H.O.T(High-Order-Terms)表示线性化过程中的

高阶项。将线性化动力学模型式（14）按照三轴位

置、速度展开可得式（15）。其中，

是势函数 关于三轴的二阶偏导数，具体表达式为

δẋ =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
Ωx,x Ωx,y Ωx,z 0 2 0
Ωy,x Ωy,y Ωy,z −2 0 0
Ωz,x Ωz,y Ωz,z 0 0 0


δx (15)
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

Ωx,x =
1

1+ ecos f

[
1− 1−µ

r3
1

+3
(1−µ)(x+µ)2

r5
1

− µ
r3

2

+3
µ(x+µ−1)2

r5
2

]
Ωy,y =

1
1+ ecos f

[
1− 1−µ

r3
1

+3
(1−µ)y2

r5
1

− µ
r3

2

+3
µy2

r5
2

]
Ωz,z =

1
1+ ecos f

[
− 1−µ

r3
1

+3
(1−µ)z2

r5
1

− µ
r3

2

+3
µz2

r5
2

]
− ecos f

1+ ecos f

Ωx,y = Ωy,x =
1

1+ ecos f

[
3

(1−µ)(x+µ)y
r5

1

+3
µ(x+µ−1)y

r5
2

]
Ωx,z = Ωz,x =

1
1+ ecos f

[
3

(1−µ)(x+µ)z
r5

1

+3
µ(x+µ−1)z

r5
2

]
Ωy,z = Ωz,y =

1
1+ ecos f

[
3

(1−µ)yz
r5

1

+3
µyz
r5

2

]

(16)

y = z = 0对于共线平动点，满足 ，将此条件代入上

述线性化动力学模型式（15），化简后可得

δẋ =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

g(1+2µ̄) 0 0 0 2 0
0 g(1− µ̄) 0 −2 0 0
0 0 g(−µ̄)+ k 0 0 0


δx

(17)

g µ̄ k其中：参数 ， ， 的表达式如式（18）所示

g =
1

1+ ecos f

µ̄ =
1−µ
|x+µ|3

+
µ

|x+µ−1|3
> 1

k =
−ecos f

1+ ecos f

(18)

λi(i = 1, · · · ,6)

通过线性系统理论方法，计算得到线性化常微分

方程组式（15）的6个特征值 为



λ1 =

√
2g+gµ̄−4+

√
9g2ū2−8gū−16g+16

2
λ2 = −λ1

λ3 = i

√
−2g−gµ̄+4+

√
9g2ū2−8gū−16g+16

2
λ4 = −λ3

λ5 = i
√

gū− k

λ6 = −λ5
(19)

v⃗i(i = 1, · · · ,6)对应的6个特征向量 为

v1 = [ 1 η1 0 λ1 η2 0 ]
v2 = [ 1 −η1 0 −λ1 η2 0 ]
v3 = [ 1 η3 0 λ3 η4 0 ]
v4 = [ 1 −η3 0 −λ3 η4 0 ]
v5 = [ 0 0 1 0 0 λ5 ]
v6 = [ 0 0 1 0 0 −λ5 ]

(20)

η1,η2,η3,η4其中， 的计算公式如式（21）所示

η1 =

√
2
√

2g+gū+
√

9g2ū2−8gū−16g+16−4 · [2g+gū−
√

9g2ū2−8gū−16g+16−4]

g(ū−1)(3gū+
√

9g2ū2−8gū−16g+16+4)

η2 = −
4g(2ū+1)

3gū+
√

9g2ū2−8gū−16g+16+4

η3 =

√
2
√

2g+gū−
√

9g2ū2−8gū−16g+16−4 · (2g+gū+
√

9g2ū2−8gū−16g+16−4)

g(ū−1)(3gū−
√

9g2ū2−8gū−16g+16+4)

η4 = −
4g(2ū+1)

3gū+
√

9g2ū2−8gū−16g+16+4

(21)

由于上述6个特征向量线性无关，由此得到了线性

化常微分方程组式（15）的6个线性无关的解，结合

6个特征值，构成了线性化动力学模型的基本解集，方

程组的通解可表示为
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

δx(t) = A1eλ1t +A2e−λ1t +A3 cos(Im(λ3)t)+

A4 sin(Im(λ3)t)

δy(t) = k1A1eλ1t − k1A2e−λ1t − k2A3 sin(Im(λ3)t)+
k2A4 cos(Im(λ3)t)

δz(t) = A5 cos(Im(λ5)t)+A6 sin(Im(λ5)t)

(22)

Ai(i = 1, · · · ,6)

k1 k2

其中， 同样是由初始条件确定的积分常

数，参数 ， 的取值为

k1 = m1,k2 = Im(m3) (23)

式（22）即为本文研究的ERTBP下共线平动点附

近运动的近似解析解。

λ1,λ3,λ5 k1,k2

通过对比发现ERTBP下平动点附近运动的近似解

析解与CRTBP下的近似解析解形式完全相同，二者的

区别仅仅是特征值 和相关系数 的计算公式

不同而已，这也在某种程度上体现了CRTBP与ERTBP
的一致性。

2    仿真分析

为验证所推导的ERTBP下的共线平动点附近运动

近似解析解的正确性和精度，本文将推导的近似解析

解式（22）与经典的CRTBP下的近似解析解式（3）
进行了仿真对比。

e

e = 0

首先对解析解的正确性进行验证。具体过程如下

所述。由于ERTBP是更为一般的三体模型，可以在一

定条件下退化为CRTBP这一特殊情况，因此只需要将

式（22）中的主天体公转轨道的偏心率 设置为0，即

，这样便将ERTBP退化为CRTBP，然后将退化的

ERTBP平动点附近运动近似解析解式（22）与经典的

CRTBP平动点附近运动近似解析解式（3）进行同样

参数[A1，A2，A3，A4，A5，A6]下的仿真对比，便可

以验证本文推导的近似解析解的正确性。

本文以地–月系统L2平动点附近的Lissajous轨道作

为仿真对象，在归一化单位DU下，相应的参数[A1，

A2，A3，A4，A5，A6]设置为[0，0，0.05，0.05，
0.01，0.01]，仿真时间设置为 [0，10]。仿真结果如图2
和图3所示。

根据仿真结果可知，退化后的ERTBP共线平动点

附近运动近似解析解与经典的CRTBP共线平动点附近

运动近似解析解高度一致，体现在Lissajous轨道的仿

真结果上，本文推导的近似解析解的三轴最大绝对位

置误差为[0，1.110 2 × 10-16，0]，最大相对位置误差为

[0，3.979 6 × 10-14，0]，最大绝对速度误差为[0，1.110
2 × 10-16，0]，最大相对速度误差为[0，8.183 7 × 10-14，

0]。仿真结果证明了本文推导的ERTBP共线平动点附

近运动近似解析解的正确性。 e

为进一步分析ERTBP解析解与CRTBP解析解的精

度差别，需要将主天体公转轨道的偏心率 考虑进来。

（a）三轴位置

（b）三轴速度
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图 2    ERTBP下的近似解析解与CRTBP下的近似解析解生成的

Lissajous轨道对比

Fig. 2    The comparison of Lissajous orbits generated by solutions in ERTBP
and CRTBP
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（b）三轴速度精度
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图 3    ERTBP下的近似解析解相对CRTBP下的近似解析解的精度

Fig. 3    The precision of the solutions in ERTBP relative to the
solutions in CRTBP
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e = 0.054 88

e

e = 0.3

对于地月系统，真实偏心率 ，但为了定性

地突出两解析解之间的精度差别，将偏心率 人为设置

为更大的值 ，参数[A1，A2，A3，A4，A5，
A6]同样设置为[0，0，0.05，0.05，0.01，0.01]，仿真

时间设置为 [0,0.5]。仿真结果如图4和图5所示，由于

篇幅限制，这里仅给出XY平面内的运动情况。

从图4和图5可以看出，分别利用CRTBP解析解和

ERTBP解析解提供的初值，对非线性动力学模型（5）

进行数值积分，均会出现发散现象，这是由三体问题

的本质所决定的。然而，ERTBP解析解提供的初值经

过数值积分后发散趋势更小，数值积分生成的“真实”

轨道可以更好地维持在解析解生成的“理论”轨道附

近。仿真结果证明了ERTBP解析解提供的初值相比

CRTBP解析解提供的初值具有更高的精度。

3    结　论

为了更好地为未来深空探测任务服务和进一步完

善椭圆型限制性三体问题下平动点附近运动的解析研

究，本文参考借鉴圆型限制性三体问题下共线平动点

附近运动近似解析解的研究方法，首先根据平动点的

动平衡性质获得了平动点的位置信息，然后将椭圆型

限制性三体问题下的非线性动力学模型在共线平动点

处线性化，最后结合线性系统理论求解线性常微分方

程组，获得了比圆型限制性三体问题更具一般性的椭

圆型限制性三体问题下共线平动点附近运动的近似解

析解。最后以地–月三体系统L2平动点Lissajous轨道为

例，与经典的圆型限制性三体问题下的近似解析解进

行仿真对比，结果证明了本文推导的椭圆型限制性三

体问题下的共线平动点附近运动的近似解析解的正确

性，同时也表明椭圆型限制性三体问题近似解析解相

比圆型限制性三体问题近似解析解具有更高的精度。
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Fig. 4    The precision of CRTBP analytical solutions
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Approximate Analytical Solutions of Motion near the Collinear Libration-Points in
Restricted Three-Body Problem

ZHOU Jing，HU Jun，ZHANG Bin
（Beijing Institute of Control Engineering，Beijing 100190，China）

Abstract：With deep space exploration becoming a research focus in aerospace, corresponding fundamental research on three-

body problem is of increasingly significant, especially the motion analysis near the collinear libration-points, which play a leading

role in deep space mission design The approximate analytical solutions of motion near the collinear libration-points in circular

restricted three-body problem has been obtained, however, there are relatively fewer studies about the solutions in elliptic restricted

three-body  problem,  although it  is  more  realistic  and  general  than  circular  restricted  three-body  problem.  Based  on  it,  the

approximate analytical solutions of motion near the collinear libration-points in elliptic restricted three-body problem are deduced by

referencing the method used in circular restricted three-body problem, the positions of libration-points are obtained according to its

characteristic, then the nonlinear dynamic model is linearized at the collinear libration-points, and the approximate analytical

solutions are finally obtained using the linear system theory and compared with the solutions of the  circular restricted three-body

problem. Simulation results indicated the method is valid and the deduced analytical solutions have higher precision than that of the

circular restricted three-body problem.

Keywords：circular restricted three-body problem；elliptic restricted three-body problem；nonlinear system；collinear

libration-points；analytical solutions

Highlights：
●　The positions of libration points in elliptic restricted three-body problem are given.
●　The approximate analytical solutions of motion around collinear pibration points in elliptic restricted three-body problem are
derived.
●　The solutions for elliptic restricted three-body problem have higher precision than that of the circular restricted three-body
problem was proved.
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